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Isotope Effect and Pressure Coefficient of the Superconducting Transition Temperature
within the Eliashberg-Theory

Starting from the observation that both the mass of the ions and their volume control the phonon
frequencies by stretching the phonon spectrum, the change of the Eliashberg-equations of the
theory of superconductivity regarding these stretchings is considered. General expressions for the
isotopic exponent and the pressure coefficient of the transition temperature are derived in which
only derivatives of the transition temperature with respect to the fundamental parameters of the
theory are involved. A comparison with experimental values shows that lead is not the metal with
the highest transition temperature possible under the simple metals.

1. Einleitung

Supraleitung hat nach allgemeiner Ansicht ihren
Ursprung in der Wechselwirkung, die durch die
Phononen zwischen den Elektronen induziert wird 1.
Da die Phononenfrequenzen und damit die Supra-
leiteigenschaften durch eine Verringerung des Atom-
volumens unter hydrostatischem oder zumindest
quasi-hydrostatischem Druck auf recht einfachem
Wege beeinfluit werden konnen, sind auf diesem
Gebiet bisher eine Reihe von experimentellen Unter-
suchungen unternommen worden (vgl. die Zusam-
menfassenden Darstellungen 277). Doch obgleich die
Wirkung einer Volumenverringerung auf die Schwin-
gungsfrequenzen w,(q) (s Polarisationsindex, q
Wellenzahl) des Gitters recht gut durch eine Griin-
eisen-Beziehung *

Olnwy(q) _

— _
Qlnv 6

(v ist das Atomvolumen, y; die Griineisen-Kon-
stante) wiedergegeben wird ® 9, ist die theoretische
Vorhersage der Anderungen der Supraleiteigen-
schaften, insbesondere der Ubergangstemperatur 7', ,
unter Druck bisher nicht in der zu wiinschenden All-
gemeinheit gelungen. Das liegt wohl daran, daf} das
Phononenspektrum in die Theorie der Supraleitung
zwar in recht einfacher Form eingeht > 10:11 (vgl.

(1.1)

* Gleichung (1.1) ist eine Definition verallgemeinerter
Griineisen-Konstanten, wenn man Ag nicht konstant an-
nimmt, sondern zuldf3t, dal G mit s und q variiert. Rech-
nungen fiir verschiedene Frequenzen zeigen jedoch, daf}
G in der Brillouin-Zone nur sehr wenig variiert
(vgl. ®, Seite 129). Nach Leibfried und Ludwig (vgl.8,
Seite 439) 1iBt sich das verstehen, wenn man annimmt,
daB die die Schwingungsfrequenzen bestimmenden Kopp-
lungsparameter (Kraftkonstanten) — sofern sie nicht ver-
schwinden — alle von der gleichen Grofle sind.

Abschnitt 2), dal jedoch die Berechnung der Uber-
gangstemperatur und anderer me3barer Groflen we-
gen des nichtlinearen Charakters der Eliashberg-
Gleichungen schwierig ist.

Ahnlich gelagert sind die Schwierigkeiten bei
Anderungen der Tonenmasse My durch Verwendung
unterschiedlicher Isotope. Ihre Wirkung auf das
Phononenspektrum wird durch die Beziehung

SIn o, (q) 1

aln MI - 2 (12)

zwar exakt beschrieben. Die Auswirkungen auf die
Ubergangstemperatur lassen sich jedoch aus den
oben genannten Griinden theoretisch nur schwer er-
fassen, wenn auch die experimentelle Situation sehr
einfach ist; bekanntlich wird an Supraleitern der
Isotopeneffekt in der Form

Tc M;% = const (1.3)

(ar ist der Isotopenexponent) beobachtet 11713,

Vergegenwirtigt man sich die Analogie zwischen
den Beziehungen (1.1) und (1.2), so wird man
einen Zusammenhang zwischen dem Isotopenexpo-
nenten und dem Druckkoeffizienten vermuten. Olsen
u. a. * haben aus gemessenen Volumenkoeffizienten
und Isotopenexponenten phénomenologisch einen
Zusammenhang herausgelesen, der von Nakajima
durch die Annahme gedeutet wird, daf} die verschie-
denen Isotopen eines Elementes unterschiedliche
Atomvolumina besitzen.

In dieser Arbeit soll demgegeniiber gezeigt wer-
den, daB aus der Theorie auch direkt eine Beziehung
zwischen Druckkoeffizient und Isotopenexponent
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folgt, wenn man beachtet, dal die Gln. (1.1) und
(1.2) beide eine Dehnung des Phononenspektrums
beschreiben. Daher kann die Annahme !5 fallen ge-
lassen werden, daf} die im Kern fixierte Masse eines
Atoms die Ausdehnung seiner Elektronenhiille mit-
bestimmt. In Abschnitt 2 werden dazu die Parame-
ter der Eliashberg-Gleichungen bei einer Dehnung
des Phononenspekirums untersucht und anschlie-
fend in Abschnitt 3 die Losung der Eliashberg-
Gleichungen fiir ein gedehntes Phononenspektrum
auf den ungedehnten Fall zuriickgefiihrt. Abschnitt 4
behandelt den EinfluB der Dehnung auf die Uber-
gangstemperatur, wihrend Abschnitt 5 die Ergeb-
nisse auf Anderungen des Atomvolumens und der
Tonenmasse spezialisiert.

2. Dehnung des Phononenspektrums

Betrachten wir die Dehnung
Olnws(q)/Clnz= —T
des Phononenspektrums.
Sie beschreibt den Volumeneffekt der Gl. (1.1),

wenn z=v und I'=y gesetzt wird, und den Iso-
topeneffekt fiir x=M; und I'=%. Die Integration

liefert
B= s (q) (i) -
Ca(\E)
wobei sich hier und im folgenden Groflen mit dar-
iber gesetzter 0 auf das ungedehnte Spektrum be-
ziehen sollen.
In die Eliashberg-Gleichungen gehen die Pho-

nonenfrequenzen iiber die Wechselwirkungsfunk-

(2.1)

(2.2)

tion 10 11
. 1 &2k a2k’
*@)F (o) = 3 N 2 Y @) (23)
, |2
A o,k

ein. Dabei ist N (¢p) die Zustandsdichte an der Firmi-
Kante,m das Matrixelement fiir die Streuung eines
Elektrons aus dem Zustand K’ in den Zustand K un-
ter Absorption oder Emission eines Phonons der Fre-
quenz ws(k—k'), v=|Vie| und »' =»(K'); die
Integration ist iiber die Fermi-Fliche (k) =& (k')
= ¢p zu fithren (die Elektronenenergie wird dazu im
ausgedehnten Zonenschema betrachtet). Die Deh-
nung des Phononenspektrums geht, da alle iibrigen
GréBen unverindert bleiben, nur in die Deltafunk-
tion ein und fiihrt auf:

@ (w) F (0) = ~ﬂl— @ (%}) F (%) . (2.4)

Wie in 16 gezeigt wird, ist es vorteilhaft, die Wech-
selwirkungsfunktion in den Wechselwirkungspara-
meter

wq

1=2 f 80 S} Fe0]
w

0

(2.5)

(wy ist die obere Grenzfrequenz des Phononenspek-
trums) und Gewichtsfunktion G (w)

a?(w)F(w) =31 G(w) (2.6)
aufzuspalten, wobei die Gewichtsfunktion der Nor-
mierungsbedingung

( dw
o G(w) =1 (2.7)
0
geniigt. Gleichung (2.4) liefert fiir den Wechselwir-

kungsparameter

A=l (2.8)
und fiir die Gewichtsfunktion
G () =G (w/p) . (2.9)

Da die Wechselwirkungsfunktion nur in den Inte-
gralkernen

o
K. (0w,0) = % f dw, G(»,)

0

1 1
{w'+wq+va3+i0 a)'+ra)q—-a)—i0} e
der Eliashberg-Gleichungen auftritt, ist der Effekt
der Dehnung des Phononenspektrums, abgesehen
von der Anderung des Wechselwirkungsparameters
2, allein in den Gleichungen

K. (0,0)) =K. (0ff,o’[f)  (211)

enthalten.

3. Transformation der Eliashberg-Gleichungen
bei der Dehnung des Phononenspektrums

In diesem Abschnitt soll die Aufspaltung der
Wechselwirkungsfunktion explizit durchgefithrt und
die Anderung des Wechselwirkungsparameters unbe-
riicksichtigt bleiben. Seine Anderung wird im Ab-
schnitt 4 aufgegriffen. Unter dieser Voraussetzung

lassen sich die Eliashberg-Gleichungen fiir die Elek-
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tron-Renormalisierungsfunktion Z(w) und die Liik-
kenfunktion 4(®) in der Form

o[l1-Z(w)]=204(0,T,{4(»)}),
A(0)Z(0) = Ao+ 205[00, T, {4()}] (3.1)

schreiben 18, Die beiden Funktionen O; sind durch

o ho'
O,[T, w, {4(w)}] =of dow Re{v(h @) () }
*x {K_(0, —0) f(~h o) +K_(0,0)f(ho’)}
L A(w”)
0,[T, w, {4(w)}] =h{dw Re{l/(hw'P— A2(40;Ij}
* {K., (0, —0) f(-h o) +K, (0,0)f(ko)}
(3.2)

gegeben, wobei die geschweifte Klammer {4 (w)} in
der Argumentenliste zum Ausdruck bringt, dal} die
Funktionen O; von der Liickenfunktion insgesamt
abhingen. Die Temperatur T geht nur tber die
Fermi-Verteilungsfunktion

f(E) = (exp{E/ks T} +1)7!
(kg Boltzmann-Konstante) ein.
Der Wert der Energieliicke bei sehr grofien Fre-

quenzen ist mit der Liickenfunktion iiber die Glei-

chung:

(3.3)

Aco= _#F(wcaT’ {A((D)}) (3~4‘)
2 4()
=_,uh0fdwRe{V(h SE Az(w)}[l 2 f(hw)]

verkniipft. Dabei ist ©« das von Morel und Anderson
eingefithrte Coulomb-Pseudopotential 17 und k o,
eine Energie, die je nach Supraleiter von der Gro-
Benordnung der Fermi-Energie oder der Energie
der oberen Bandkante ist. Sie liegt weit oberhalb
der Grenzwerte h w, des Phononenspektrums. 4 ()
nimmt daher in diesem Frequenzbereich den kon-
stanten Wert 4, an.

Die Dehnung des Phononenspektrums fiihrt iiber

die Gln. (2.11) auf
(3 s

wihrend man fiir den Wert der Liickenfunktion bei
groflen Frequenzen

el )

welB
gary. T [ABo)\ f doy
lgll F(‘»(W/g’{ ﬁ f) -‘le

@e

Oi[w, T,{4(w)}] =8

Ay = —
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erhélt. Hier ist die Tatsache beriicksichtigt, dal}
A(w) bei der Frequenz w, konstant gleich 4, ist.
AuBerdem ist & @, sowohl gegeniiber A als auch
kg T sehr groB, so daB einmal 4., unter der Wurzel
gegeniiber & @ und zum andern die Fermi-Vertei-
lungsfunktion gegeniiber der 1 vernachléssigt wurde.

SchlieBlich ist eine Anderung der Frequenz .
bei der Dehnung des Schwingungsspektrums zuge-
lassen. Zwar besteht zwischen der Frequenz w, und
den Schwingungsfrequenzen des Gitters kein unmit-
telbarer Zusammenhang, jedoch kann sich ein mit-
telbarer einstellen, wenn das Experiment, wie bei
der Verringerung des Atomvolumens, einen Para-
meter kontrolliert, der Schwingungsspektrum und
Coulomb-Frequenz gemeinsam beeinflufit.

Werden die Integration ausgefiithrt und alle Glie-
der mit u gesammelt, so folgt schlieBlich:

o A .
A= _ﬂ,lzp(wc, % {(éw)}) (3.6)
mit
11 e
7o)

Diese Gleichung liefert zusammen mit der Be-
ziehung (3.5) eingesetzt in die Eliashberg-Gleichun-
gen (3.1)

ﬂ [1— Z(w)]_;ol(ﬂ ; {A(%w)}),
b --as(a. {107
(37481

Da die Liicken- und Renormalisierungsfunktion ein-
deutig festgelegt sind, bedeuten diese Gleichungen,
daf} die Beziehungen

(3.7)

Z(w, T, 1) =Z°<7;, ;,Z,ﬁ),
Ao, T, 2, 1) _ﬂA<:‘? /75:, ,,u) (3.8)

gelten miissen. Die Temperatur 7 und die Wechsel-
wirkungsparameter 2 und p werden hier als Argu-
mente angegeben. Es ist jedoch zu beachten, daf}
sie zum Teil — so insbesondere u in der Renormali-
sierungsfunktion — nur mittelbar auftreten. Die
Gln. (3.8) beschreiben den Einflu} einer Dehnung
des Phononenspektrums unter der Nebenbedingung,
dall der Elektron-Phonon-Wechselwirkungsparame-
ter / konstant gehalten wird.
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4. Die Ubergangstemperatur

Die Energieliicke 4, im Anregungsspektrum eines
Supraleiters stimmt mit der Singularitidt der Wurzel
in den Funktionen O; iiberein und ergibt sich daher
aus der Gleichung

A0=Re [A(Ao/h)] .

Benutzt man die zweite der Gln. (3.8), so kann die
Energieliicke fiir das gedehnte Phononenspektrum
durch die des ungedehnten ausgedriickt werden:

Ao(T, 2, 1) =B Ay(T[B, 23) .
Das Verschwinden der Energieliicke wiederum
Ao(T e, 2 1) =0

legt die Ubergangstemperatur 7', als Funktion von
4 und u fest, so daB} aus Gl. (4.2) die Relation

T,=BT.( )

fir die Ubergangstemperatur des Supraleiters mit
gedehntem Phononenspektrum entsteht.

In den Experimenten sind die Anderungen des
Parameters x in Gl. (2.1) 1i. a. sehr klein. Es reicht
daher aus, und vereinfacht die Relation (4.3) sehr,
wenn nur Differentialquotienten nach z betrachtet
werden:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(OnT./Clnz);= —-2Ta (4.4)
mit
dln i’c
a=3(1-0), (= _#<E{/T>z,a
Qln w./3ln x
(1—35@mﬁ;>-(*m

Die Indizes an den partiellen Ableitungen deuten
an, welche Groflen bei der Differentiation konstant
bleiben. Der Differentialquotient der totalen Ande-
rung, der auch die Anderung von 1 beriicksichtigt,

Oln

SlnTc_(alnoTc> (aln;.
w6\ Olnz

- . ~)G_2 I'a (4.6)

driickt die Anderung der Ubergangstemperatur durch
die Anderung der Supraleitparameter aus und ist
der Ausgangspunkt zu weiteren Uberlegungen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wurde darauf ver-
zichtet, die Ableitung des Wechselwirkungsparame-
ters nach der Variablen « gemil} der Gl. (2.8) ex-
plizit einzusetzen.

5. Isotopenexponent und Drudkkoeffizient

Fiir die Dehnung des Phononenspektrums durch
Anderung der Ionenmasse bei Verwendung anderer
Isotope ist =M und I' = % zu setzen. In der Wech-
selwirkungsfunktion [Gl. (2.3)] tritt die reziproke
Masse auflerdem explizit vor dem Fermi-Flachen-
integral auf. Das fiihrt dazu, da} 1 unabhingig von
der Ionenmasse My wird:

dln2/dIn M;=0. (5.1)
Ebenso ist die durch die Coulomb-Wechselwirkung

des Elektronensystems bestimmte Frequenz w,., von
der Ionenmasse unabhingig:

Olnw./Aln M;=0. (5.2)
Der Isotopeneffekt hat also den Exponenten
dinT./dInMi= —a;= —3(1-{y) (5.3)
mit
fi= —u(@InTe/dn u) ;.. (5.4)

Diese beiden Gleichungen zeigen, dal Abweichun-
gen des Isotopenexponenten vom Wert % den Ein-
fluB der Coulomb-Wechselwirkung auf die Uber-
gangstemperatur aufzeigen, eine Tatsache, die schon
von anderen Autoren 11317 bemerkt wurde.

Fir den Vergleich mit der Literatur mufl noch
bemerkt werden, da} die Sprungtemperatur T, nicht
als Funktion des Coulomb-Pseudopotentialparame-
ters u, sondern eines effektiven Parameters u* aus-
gedriickt wird. Nach 16 14t sich die Sprungtempera-
tur T, eines Supraleiters in der Form

kpT.=1.135kh w exp{—1/g(4, u*)} (5.5)

schreiben. Die Frequenz ), ist unabhingig von 1
und u*, wihrend ¢(7, «*) eine lineare Funktion

des effektiven Coulomb-Pseudopotentialparameters
*

u

1 1 1 W,
e — ~In

147 w,

F = I (56)
ist. (Die Frequenz w» hingt nur von 4, aber nicht
von u ab.) Daher lafit sich die Abweichung vom
idealen Isotopeneffekt in der Form

e L*(,al{‘ T“) = ﬁ(ﬂlg,,)
== Anu*)ic g \Onu* /ie

ausdriicken. \
Fiir den Effekt der Volumenanderungen hat man
x=v und I'=y; zu setzen, so dal} sich der Elek-

=
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tron-Phonon-Wechselwirkungsparameter 2 nach Gl.
(2.8) gemal

Oln4/nv=2yg (5.7)
andert. Die Abhéngigkeit der elektronischen Eigen-

schaften vom Atomvolumen, die in den Oberflichen-

integralen und dem Matrixelement mxw steckt, ist
hierbei vernachldssigt. Nach den Rechnungen von
Trofimenkoff und Cabotte 8, die durch Tunnel-
experimente von Zavaritzkii u. M. 1? im wesentlichen
bestitict wurden, kann ihr EinfluB in Gl. (5.7)
durch einen zusitzlichen Faktor beriicksichtigt wer-
den, der — zumindest fiir die sogenannten einfachen
Metalle — sehr nahe bei 1 liegt.

Beachtet man weiter, daBl in Gl. (4.6) die Ab-
leitung der Sprungtemperatur nach 7 bei konstan-
tem u auftritt, in der T.-Formel aber ©* die natiir-

liche Variable ist, so gilt

(agze) - (%o fc)
alnl u, G all'llJ w*, G
3(1/u*)
] (it d U el
J”‘( 3ln 2
Insgesamt erhidlt man fiir den Druckkoeffizienten

unter Beriicksichtigung der Beziehung Oln ©/3Inv
= —yg (O Debye-Temperatur) den Ausdruck

)LG . (5.8)

dIn(T./6) AnT,
Qe | 276 {(Eﬁz)u*,g (5.9)
- [(8¢ 1/#*>> 1 ( ,313&@11&) }
+EI[< dln A 1,G+ 2 L~ Aln we/Anv /||’

in dem ein Anteil abgespalten wurde, der den Iso-
topenexponenten enthélt. Diese Relation ist jedoch
so allgemein, daf sie ohne weitere Annahmen iiber
die auftretenden Differentialquotienten keine weite-
ren Aussagen zuldft.

6. SchluBbemerkung
Wir haben gezeigt, dafl aus den Eliashberg-Glei-

chungen eine Relation zwischen dem Volumenkoef-
fizienten der Ubergangstemperatur T, und dem Iso-
topenexponenten hergeleitet werden kann, wenn
angenommen wird, daf Anderungen des Atomvolu-
mens und Anderungen der Ionenmasse nur eine
Dehnung des Phononenspektrums bewirken. Wéh-
rend diese Voraussetzung fiir den Isotopeneffekt
exakt erfiillt ist, gilt sie fiir den Volumeneffekt nur
im Mittel iiber das ganze Schwingungsspektrum. Da
aber experimentell nur geringe Verschiebungen der
Schwingungsfrequenzen verwirklicht werden konnen,

ist diese Voraussetzung, die allen bisherigen Erkla-
rungsversuchen mehr oder weniger explizit zu
Grunde liegt, als gute Niherung anzusehen. Das be-
sondere des dargestellten Weges gegeniiber anderen
Rechnungen liegt darin, dal auf keine spezielle T'-
Formel Bezug genommen wird. Dadurch bleibt die
Herleitung und das Ergebnis recht allgemein, ermog-
licht aber auch keine unmittelbaren Aussagen. Ande-
rerseits wird klar herausgestellt, wie die verschiede-
nen Parameter der Eliashberg-Gleichungen in den
Volumenkoeffizienten und den Isotopenexponenten
eingehen, und welche Zusammenhinge Gegenstand
weitererer Untersuchungen sein sollten.

Ohne genaue Kenntnis der Differentialkoeffizien-
ten lassen sich nur fiir diejenigen Supraleiter Aus-
sagen gewinnen, deren Isotopenexponent a; wenig
von dem Idealwert 0,5 abweicht ({;=0), da dann
dInT./3In2A aus dem Volumenkoeffizienten der
Ubergangstemperatur berechnet werden kann. In
der Tabelle sind die Werte fiir diejenigen Metalle
zusammengetragen, die einen Isotopenexponenten
a;=1% zeigen. Mit Ausnahme von Tl ist fiir die

Tab. 1. Werte der Ableitung der Sprungtemperatur nach

dem Elektron-Phonon-Wechselwirkungsparameter 1 fiir eine

Reihe einfacher Metalle, deren Isotopenexponent nahezu den

Idealwert ar=0,5 besitzt. Die experimentellen Werte fiir

{1,)dInT¢/dInv) und yG wurden der Darstellung® ent-
nommen (TI* vergleiche Text).

u dln Te ( 31n Tc)
etall e dlnv |p=0 76 dlnl Juxa
a-Hg 0,0 3.3 3,00 1.05
Pb 0,04 2:3 2,84 0,90
Sn 0,04 7.4 2,27 2,13
Tl 0.0 —3,5 2,27 —0,27
T1* 0,0 2,05 2,27 0,95

iibrigen drei Metalle die Ableitung der Ubergangs-
temperatur nach dem Elektron-Phonon-Wechselwir-
kungsparameter positiv. Dal} Tl aus der Reihe aus-
schert, liegt wohl daran, daB — wie Brandt u. M. 20
festgestellt haben — die Anderung seiner elektroni-
schen Eigenschaften eine wesentliche Rolle spielen
(die Fermi-Fliache liegt in der Nihe eines konischen
Punktes der Brandstruktur?!). Fir Tl gilt damit
Gl. (5.9) nicht. Brandt und Mitarbeiter 20 haben aus
ihren Mef3daten den linearen, von der Brandstruk-
tur unabhédngigen Teil ermittelt. Diese Werte sind
in der Tabelle unter TI* eingetragen. Sie passen
sich gut den iibrigen an.

Die als stark koppelnde Supraleiter angesehenen
Metalle Pb und Hg zeigen nach einer abschreckenden
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Kondensation in diinnen Filmen eine gegeniiber dem
Vollmaterial nahezu unverédnderte resp. abgesenkte
Ubergangstemperatur, wihrend die Ubergangstem-
peratur der tibrigen einfachen Metalle durch die ab-
schreckende Kondensation erhoht wird. Garland,
Bennemann und Miiller 22 haben das durch die An-
nahme zu erkldren versucht, dal Pb und Hg auf
Grund ihrer starken Kopplung in einem Bereich der
T.-/-Kurve liegen, in dem sich Zunahmen der
Kopplungskonstanten anders auswirken als bei den
schwach koppelnden Supraleitern. Die Werte der
Tabelle zeigen jedoch, daf} sich diese beiden Metalle
in ihrem Verhalten nicht wesentlich von den iibrigen
einfachen Metallen unterscheiden. Vielmehr legen die
Druckexperimente die Vermutung nahe, dal} fiir
die Anderung der Ubergangstemperatur bei der ab-
schreckenden Kondensation nicht die Zunahme in 7,
sondern vielmehr die Verdnderungen in der Struk-
tur der Gewichtsfunktion G(w) ausschlaggebend
sind. Auf die Tatsache, da} die abschreckende Kon-

densation durch starke Gitterverzerrungen eine
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